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SU [, messuna st polare passa per P (n. 12, 1. In detty ipotest, i
norma del teorema di reciprocith (n, 12, 1V), affinehé 1 palare s-ma
di P rispetto ad f passi per €, occorre e basta che la palare (i — §)-ma
(o di ordine s) di O rispetto ad Jopassi per P Quest’ultima polare
deve quindi risultare indetorminata, <o si vuole che la sibdetta con-
dizione valga per ogni P di 5, ¢ 6o equivitle a supporre 5 < #,
d'onde & = 2. Pertania:

Le polari di wna forma [ won hanns alews Punte {n contine  faory
degli eventioali froendt wulti pl di {0 E precisamente, 1 fozo der pundi co-

munt alie polars s-ime consla del punti di foi molteplicita superiore ad s.
¢ denotiamo con F Ia polare s.ma di 2 rispetto ad f ¢ eon g la po:
lare (0 — fi)-ma i O rispetto ad Foossia (oo 13) i cone (d'ordine )
tangente in Q ad /. In forza del teorema di permutabilith in. 1z, 11,
la polare s-ma di 2 rispettn o4 e coincide con polare (s — A)-ma

Conservando le precedenti notaziond, suppomamao dungue b =g

A1 0 rispetto ad /. Per un precedente risultato siha pertantad che la
prima — ¢ quindi pure la seconda di tali polan ¢ un conp d'ordine
k—s e vertice O, salvo ch'essa sia mdeterminata, il che accade se,
e soltante se, Lo retta OF appartiene al cong mocon molteplicith su-
periore all'vrdine & — s i tali polari, Basta allora applicare il primao
teorema del presente numero alla forma S oed alla suddetta polare
{(n — ki-ma di © rispetto ad cssa, per-concludere che:

La polare s-ma ' di wn punto P rispeltn ad wna forma f passa per
wn punle fi-plo O df Fil =5 0P fon miofleplicita sufcriore ad
h—s, se, ¢ soltanty se, in retta O appartienc al conn & langenie in ()
ad fcon wmolteplicita superiove ad b — s Alipimenti ' ha in O un Froenfo
di esatia maffepdica b — s, 1 cona tangente fn O ad [ coincidendo al-
bora con la polare s-mg della reita OF rispetto al cons wm,

15. Coni, yuadriche ¢ monoidi. — Una forma Sl 5 dordine
" = 2 qualsiasi, pud possedere piil punti w pli. Inogni caso, 1 punti
w-pli di f sono precisamente § punti di S, le e coordingte annul-
lano le singole derivate i —1l-me di fix) (o131, il che fornisce
per essi un sistemna di equasioni linear, a cocfficient: fomeione lineari
dei cocfficient: i flxr, Pertante, il lungo dei punti #-pli di f risulta

MECESSATIAIIENte UnG SPazio lineuare, Sy che si determina
razionalmente in funzione del coefficienti di fix) ) s dice allora che f
& un cong, di vertice S

Se h=yp 0, f niduces allsperpiano S¢ = S, contalo n volte:
altrimenti f risulta luogo di sar-i-2 &, - detti ghi spazi generatori del
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cono, ottentbili pooes. come prorezions da 5 del singoli punti della

P osecondo cud f viene segata da un Sy_pq di 5p sghembo con Sg,

[atte cio i ha subite in base al n. il anche osservando che,

assuntl S owd Seopy come spazi xes XEia Gin =ap=10 ¢

g = Xy = = xp = 0, le equazioni di e di ¥}, , diventano ti-
spettivamente del tipo

o IS o | o PR o o i Xp=rlkrig o oke] =0y

ove o odenota una ferma i grado # nelle sis, .. &

Per una gradrice — ossia (o 10) per una forma d'ordi

di 5, 150l punti multipli possono unicamente essere del punti doppr;

seome ha, aoguadrica risulta un cone avente come vertice o spario

luogo dei punti doppi: allora si dice cli'essa (fome luogo di pLti)

genere, o specializzala b4 1 wvolle, o che ha indjee

& singolare, o de

dt specializzaz I, ove & designi la  dimensione del vertice

{0 == & =0 » — 1), Corrizspondentements, quadrica che non =iz un

cone divest wen stagolare, © won dégenere, o mon specfalizzata, od

anche st dice ch'essa ha dndice df specializzazione zero. 5e, in com

formita con le (1), 51 rappresenta una guadrica f con V'equazione

B ¥ ke Xy 0 @y = adgl, 1)

Jo=th f=i)

=4

Uiperpiana ¢ polare di un punto x rispetto ad essa in forza delle

{41z) — ha le coordinate phlickeriane

.
o ,
Ty b T s R Xy ¥

o o
IEsiiiLa

el e corrigponde ad xin una reciprocitd inveluteria, ch

degenere e, ¢ soltanto se, tale & la gquadrica, Ia spécie di tale recipro-

citd degenere comcidendo allora con Uindice di specializzazione della

quadrica. Pertanto;

SLNEHLRE o oecoree ¢ baste che 51 oaun LS

lw greadrica (1) sin degener

o determinante della a

LFLEE | Trica) thyy [l Tae faed Cebso, detia v i
i orango @i questa omadvice (0= b <r — 1), la qéadrica (1) risulla

specializzata kL |

E ben noto, e s dimestra apevolmer che 1l primo men

della (1) pud sempre venit trasformato in una sor

ut i guadrat,
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Operando una sostituzione lineare invertibile sulle ¥ (3 coefficient
complessij. Si ottjene cosioper la quadricy l'equazione CANIGNIGy

i » I -
e .I:J.r_1 TR i =)

dove 4 denota I'indies eli speciilizeazions (1), No Consegue olye:
Due guadriche @y Sr mon Spectalizzate, o specializzate HAO slessa
Rumero di volte, risulians sempre fra lovs oinografiche
Plessp) .
Sta ora f una quadrica fion specializzat, th S, La FECIprOeiL
involutoria [o polaritid) non degenere da essa definita, muta OETIT

(nel campa com-

Sp di S, in un Hr-pey Polare, lioge dei punt; comuni-agli iperpian;
polari deg singoli punt; dj Sp In wirtly dei nn, L3, 14, & chiaro rhe g
spazio Sy, appartiens al relative S, palare se. ¢ soltanto B By
giace su £ n quest’ipotesi deve dungue risultare P=r—p—1
& quinedi

OVE Si & Postn r — a5 o =8¢ reopard, od ¥ — 25 4 I se ¥ & disparj,
L'estremo SUPETIone s cost ottonuto PET B & sempre rageiunto, ossi
La dimensione massema degli spazi lnear: gracenti su di una i
drica non degenere di S, vals [{r— 1) fz].
Infatti 1y quadrica 4* - e % =0 conticne Boes g
spazio Sy dato dalle

B =y 4 Ma = oo = Zg 4w 1= Ha =0, 80 ¥ = a5 1.9
oppure dylle

¥yl = Xy -4 — o — e + gty == 0, 5o 9 — 2 p

Applicando questo risullata ally Vi ko considerats (per m = g

nel secondo tapovierso del presente NUIero, st ottiene chy:

(1 Bar b= u, s OLirene quest'sg nasiomg riferends lu quadrica 4a un s plesso
autdpalare |ln i Bsisten sy P sfahiling mediante sae

plici codsiderazioni ECOHG-
triche) v von un UPPOTiung seelia de) [Panta unitd, 11 caza in Cul s & L o
sl rigendpee Peisubito al casg 4 — 0L AN base & cih che o LR |
verse del presente Inerg,

Lotk nel seconido CHI
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spaze lineari giacents su di una gua-
zala & T oolte vale [(r. 1+ &)z

i wirth della seconda proposizionc del n, 14,
oppure in base al secondo capoverso del presénle numers, un cono
fanche non quadrice) di vertice Sg ammette in un t|uilunie punto

semplice Poun iperpiana tangente che lo tocea Tungo tulte lo spazio

generatore Mhe Invece un i w tengente di ona quadrica non

degenere toces lo quadrica in un sol punte, cheé il trsfor-

mutto delliperpiang nella polaritd vispetto alla quadrica. Avote 1i-

guarido alla proposizione fAnale del no 13, si ha quindi che;

g gquadrice di 5y (¢ = 2] risnlta speclalizsala se, ¢ solfanio s

esiste gualche iperpiano di Sp o fr omowma guadreica specializ-

o
¥

zata pie A wng volls (o cle, e parlicolare,

Lna VT tmiducibile diS; {5 = 2, 2 = 23, che vontengg Pt

(# — 1]-plo &, denominas) brevemente on meroide d7 vertice O, In
particolare, per s = 2, ogm quadnica irmdoacibile pud venir considie-

rata come on monoide di vertice un qualungue suo punto semplice,

Un monoide di 5, ammette una no

tevole mppresentazione su di wn

Sp_1. detta profezions stereografica, otlenibile col prodetiare 10 suol

purti dil vertice su di un iperpiane i Sy sccondo quante ora espor-
TEr.

ane M P un monoide di S overtice @, @ deaotiamo co
il Fidl-cono (di vertice ©) tangente ad esso nel punto &) Uni retta
genetica di S wseente da O ha ivi incontro (v — 1)-punto con 1V,

per £ giacentr sy {7, ciascun

equinedi ha in eomune con 77 uno od un sol punto P ultériore, lunno

!

soltanto ccoexione le rette a delle quals

avendo in O incontro almeno s-punte con 17— o non sega 1 fuon
i & opyg

glace per mtero s Fooner doeocasr, risyreLLIvEITIeTILe, 5l
1

A norma del n. 13 ¢ avato rgnard:

re ehie il suddetto g 0 I* viene a coincidere con O oppurr

petra

rimane indetermin

all'trriducibilith di V) e rette { che presentano b seconda particola
rita costituizcono d$Er = 2 un cono (loogn i oom ¥ retie por O
e guindi) di dimensione ¢ 2oomtersexione i 1 oed {7, che denoti
remo coen W invece se r = 2 non vi sono tette presentanti tab

particolarity, onde allora W wviene oo manoare

.
IPErPAnG 57 = Byp—y [0 passant

Freso in 5y un  qualun
per O siana 07 ¢ W0 rispettivamente le seziond di 7 ¢ W ocon esso,

Associandd ad un punto P & F 1o sua projezione P da

viene a stal

nhre una corrispotdenza manifestamente 5
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V ed 5§ fanne soltants cecezione alla biuniveeity della corrispon-
denza:

su ¥V dl punte O, che resta associalo ai singoli punti pr i T,

ed inoltre (se » = 27 sy S Uosingoli punti di W cinscung deg
quali ¢ assoeciate ad oEni punto P della retig che lo protetia da o,

Tutto cidy si traduce subito analiticamente, poggiando sal n 3.
Assunto O compe BUBto (Loo,--..6) & 5 éome iperpiang x, — o,
talehé i vari punti 2 g S aveanno in HUesto spazio coordinate amo.
BRI (ko X o Vequazione di ¥ saps el tipo

F
i oL Y P 0y B Pul¥yie . . oa) = o e
dove Pa—y © g denotans due forme prime fra loro nelle Vi, Hopy

dei gradi TSpettivi o — 1 od 4, Allora o, | Fa-1 = g =0
Sono le equagioni di IF ¢ q; W in- Sy, ed ancho Je equazioni di [/ o
di W*in 8 ¢ Ia eorrispondenza posta fra ed 5° dalla profezione
stereografica si rappresenta econ o Luazions

= [

Fo AT L =

A i [}

= —nl¥, ... 5] UL TE A A I T2y, .00, 1)), (3]

formanti una riseluzig Ne parametrica delly [2].

Particolare interesse offre il caso (m= 2) i eui P sta una gugs
drica V2 i &, [n Questipotesi, {7 non & chy Fiperpiano tangente
a Vel punto (semplice} O, ¢ W divénta la. 1., intersezionie di- 7
con tale iperpiane: pertanto O & uno spagxin subording o St—g di 5.
ed inollre fse » = 2) W' & yna quadrica: V2 | dj Questo Spazio, Ta
prolezione stereogyafica offre cosi un procedimente Pet riddurre que-
stoni su i una e L G questioni COnCornentt wog V:'--a il 1
Sr-a) € 5 noti che se fa primia di lais gidadriche & aon degenere o stessp
¢ della seconda, ¢ viceversa, in virtll dell'nltime enunciato del pre-
SNt numera. Inogle ipotesi, applicande [y — L2l volte sucepss.
vamente quel procedimento; si wiepe i sostituire g |7 | ung R
od una 172 nyn degenere, sccandochic 5 part o dispari, 51 noti el =it
Vi che V2 ammettone | loro punti come spazn di dimiensione mas
SIMGL; perd, mentre 3 s midoce o dwe prnti dislinti (ottenibili rispl-
vendo un’cguazione di 40 grade), 1 punti g Fosong oe! ¢ e [Eud-
SCONO ¥n wnico sislemta continin (1 punti della coniea Y ottenendos
tutti determimandone uno e POl promettanda Vi stercogrificamente

da esso, il che fornjsce Per gquel punti una fappresentazione del tipg
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{3, con p — n 2, 1M cui hgura un unico pariamet e 1',' Laa). P
genmeralmente, o proponiamo di stabilive il seguentc teorema,
Glt spazi 5, di dimensione massima gtacenti su di wna guadrica

degenere di S;  costituiscono  un whico  sistoma continng

neli'tholesi che v = 25 |- 2 sig pars fali spazi potendost

alfora  deferminare Mrasionabmente medianic [s- 1)is 2}f2 para-

metri, Invece, se r = 25— 1 & dispart, gl Sp il Vo3¢ distiibulscono in

diee drverst sistemi oot (L o1 d1 clascan sisfenta potendost deter

wmatare birasionalneénte niediante v I) /2 Paramelrl
Poichd il teorema & gid acquisite Per 5 =4 potremo suppotr

= 3}, od ammettere la validith dei msuliat: crunciatt

o 1c 1ON I_.I.'_'.-',':-|||"'I il \.r ' “"”'!J.ii:tllll.l la |'.-|-r-;,j,-u_

aome stercografica iV da un suo punta 6 qualsiasi, adortande in

LETNGD CEHTIE VT

relazione 3d sssa Le motazion, Precedents, ed esam

GAnD & rtappresentars sy 87 Sy Bllspand 5,001 Vo,

Uno spazio S, (di dimensione massima) ehe giaccht su Ve non

contenga O, non appartiene all'iperpione U7 tangente a T in

mvero, se S, stesse in 7, la spazin S, = 08, dovrebbe

su Vil che non Ut esser; in quinta aleriment! V' oeonterrelhlie qual-

che spazio di dimensione & 2 I Dungue 5, sega {7 secondn uno
| J

spagio Sy, glacente su U e V. o aui Ii pure su W, ¢ non passante
L i
per U Mo conscgue che la provezions di Sp da O su 5 6 uno spRZI

S, di §', nem giacente nello spaxio L7 Sp-a di appartenenza

dells quadrica W* e contenenle uno spazio S5 (di i

1510me

massima) di quest, motczione di- S, da 0 sy 57 Viceversa, un
spazio S, di Si., che non giaccia in 7 o CONLEenEt un
e ad ¢ da uno spazio i dimensione s - 1,
fi
spazio di dimensione 5 4 1 sega quindi V7 oulteriormente secondo
sante per 0, il quale «i proictts da © su 5 nello

spazio S inizialmente considerato.

qqualing

=] : TTae
g dt W, & cong

.

avente m oconiine con F olo spazio (5] | (i

wnsione 510 lale

e 5, non pa

Per ipotes, gli S5 i B costituiscono nne o due sisternd distinti,
secanidoché » — 2 (e quindi pure #) & pati o dispari. Lo stesso sari
'l"-=.f.{|j H]J”J’-i H-..; diamnai con=ideraty, o !'-'r'.'it'J anche <|J.'é-IJ| S« dl ¥/ Inoltre,
determinat] el

B

siano birazionalmente gli spazi S di Wodi un

sistérmia, mediante un certo numero v i parametr], lo stesso potri
ottenersi per gli S relativi, e quindi pure per gli S, di ¥ del corri-

spondente sisterna, por di cons rare — oltre ai suddetd] un

tonvenente numeres v — v' di parametri addizionali, atti a detes
minare  birazionalmente in & Sp—y gl cotr-1i-4a-1p-1 spazi N

]

——
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che contengono un S, assegnato. 51 ha pertantor v — o — F—% — 1.
Sicché, s¢ » = 25 1L 2 & par, essendo per indusione AIMmmessa
V' = (s + 1} /2. risulta

A o 1]:.-‘3 -5 L £ = [.\' 4 Tifs L 2”.2:

58 INVECE = 25 4§ & dispari, si ha v — s15 — T}z, guindi
| [= i

V=SS — e Le=wls 1)l

Riferiamoci ora — piil particolarmente — al case r = 25
e dimostriamo che:

Due shazi 5, 5, 41 AIEHSIONE Wassinig df R guadreicg 12 L MoH

degenere i Sugiq, 1 guall 57 sepldng fengo wn S, (s = p, —1q <¥<3),
appariengosa gl stesso-sistema od o sistemi diversi, secondoché -2
& part o dispars (osstae a seconda che s.¢ ¢ hanng o won Fanno la siessa
Parili),

I risultati enunciati sono intanto evident! se g — o eppure se
t=3s; basterd quindi dimostrarl; nell'ipotesi che si abbin s 2
=L 088 -~ 5. A fal uope procediamo  per induzione rispeito ad
S ammettendoli per e quadriche dj Sz b premettiamo un’osser
Vaztong.

Consideriama tre spagi S0 B B giacenti su ¥, @ Supponia-
mo che i primi due 5 seghine lungo un 8, assia sinns congiunti
da un 5, Paiché Seiy NOU pud stare su V. 6o vil quanto dire che
St el S5 costitiuiscono assieme la completa intersezdone di Se+r
¢ V., ¢ che Sa tocca 7 nel singoli lmt di 5, - No consegue che lo
SpRgio. Sy, Intersezinne di S, ed S8 14y dimensione =0, in
quanto questi due spazi stanno in Sae) glace in uno ed uno solag
dei due spaz SiM SR, . quindi sega S, secondo un Saeql invero,
in caso contrario, Sy starebbeé in Haa B fuindi il relative Seeop polare
conterrebbe S ed £,.. sjcché Pintersezione i questi due spazi
avrebbe dimensione = S (84 1) — (28 — &) = h, coniro al slp-
posta. Pertanto & ed b — 1 sone (N un certo ordine) 1o dimension;
degli spazi secondn cuj S sega SV g S, sicehd tali dimensioni
hanno sempre feribis diverse,

Per dimostrare il teorema enuneiato, sceglinmo sully ¥ — K
un punto O che non stia né sy Sy nésu §,, e proiettinme B storengT-
ficamente su 5% come  dianzi Denotiamo con S, §! le proiezioni
stereografiche i 4., So conm 8] Spiy £l spazl scecondo cui &
55 segano £, & con Spoy lo spazio intersezione i Fprs B SAD
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piamo che 5.

ed &, , sono due spazi di dimensione massima di
W', i quali appartengono allo stesso sistermna se, o soltanto =e, S,
ed 5, sonu due spazi dello stesso sistema di o Dungue, per Uindu-
zlone ammessa, 1 teorema segue subito se proviamo che e ¢ hawno
semipre la sfessa farita.,

All'uope basta ricordare che gli spazi di dimensione §

che projettano 50 ed §) da ¢, segano su Ve coppie di spaxi (S,
(5, ) ed (Ve OF. ). Pertanto gli spazi intersezioni delle coppic
(e be) ed (O35, G5 ), e cioé 5 ed 05, |, hanno dimensioni
tef della stessa parita , tali dimensioni dovenido risul
tiree di parith opposta alla dimensione dello spazio intersezione della
coppia (5, 087 )

Se, com'é lecito, si suppone 1 avers scelto © su V in modo

2

o anze | =

generico rispetto ad S, §, #f in quanto allora 5,
nom ¢ altro che la projezione stereografica dello spasio segato da

Sp sull'iperpiano U7 tangente in O alla ¥

161, Hessiana, steineriana e loro generalizzazioni. [Yata una
forma [ di 5, di ordine # = 4, fssiamo comunague due interi positiv
=3 i [

g ¢ lda ol somma non sUperi #, e poniamo

Allora, in forza del teorema di permutabilita (n. 12, 11}, U'esscre per
due dati punti y, z:

ﬁ?ﬂLJf-l..El — 0 ulenticamente nelle (1)
equivale a cid che risulti

AL ALf{x) = 0 identicamente nelle . (2)
Applicando il teorema dell’appartenenza (n. 12, IID), se & = 1, op-
pure it primo teorema del n. 13, 8¢ & = 1, ne consegue che!

Se la

allova la polore s-ma del ot

L punto v orispelto ad f haown punto &
crrspelfo ad foha un j
(s =0 b =1k =1 lovdine di [ essendo w=35-4-4 4 % rl.

Questo risultato generale comprende, per k= 1, il Leorema di
red

iprocitit, gii altrimenti acquisito nel n. 12, IV. Suppeste & = 2.

asserviamo che il primo membro della (1) ¢ nna forma di grado & — 1
nelle x, { cul coeflerent

rsultano a loro volla forme nelle ¢ nelle

Ll

di




